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学校の授業では多くの場合，数学で用いら
れる定義や法則は，あたかも初めから与えら
れていたかのように教えられている。複素数
と複素数平面はその典型かもしれない。詰め
込まれたカリキュラムでは仕方のないことか
もしれない。しかし，どのような経緯をたど
って数学の対象として認められたかを知るこ
とは意味のあることと思う。数学も文化活動
のひとつであり，社会の要請から生まれた面
も多い。その発見や活用のための背景を考え
ることは理解のために有意義と考える。
虚数の登場
方程式解法の探求がなされるようになった
16世紀ころ，次のようなことがらが話題とな
っていた。当時の方程式の解法などを収録し
た書物『アルス・マグナ』の著者カルダー 
ノ（Gerolamo Cardano：1501～1576（伊）数学
者，著名な医者，弁護士，占い師，ばくちうち
かつやくざなどさまざまな顔を持っていた）
は，「足して10，掛けて40になるようなふた
つの数の存在は認めることが難しい。しか
し，さまざまな問題を解く場合使わざるを得
ない」と，当時の負数の平方根について捉え
方を記している。
　和が10で積が40となるふたつの量　
についてである。現代では，これらの量は二
次方程式の解と係数の関係から，次の方程式
の解であることが知られている。
x2－10x＋40＝0
このことがらをもう少し推し進めて考えた
のがボンベッリ（Rafael Bombelli：1526～1572
（伊）灌漑や干拓の仕事が専門だったようであ
る。内戦で仕事ができなくなった晩年に代数学
の研究をしたそうである）という人である。
これらの解をひとつの実数とひとつの負の実
数の平方根を用いれば表せると考えた。つま
り，この方程式の解をaを実数，bを零また
は正の実数とすると
a b－＋
の形に表現できるであろうと。実際，この方
程式の解を二次方程式の解の公式に当てはめ
て解き，負の実数の平方根を認めると次のよ
うに表現ができる。
5 5+ － ， － －
このように，負数の平方根 － が数学の
世界に生まれた。
虚数の必要性と三次方程式の解法
三次方程式x3－7x＋6＝0の解は，カルダ
ーノ・タルタリア（Nicolo Fontana（Tartaglia） 
：1500 ？～1557（伊），発見した日付も1535年
２月12日と分かっているそうだ）の解の公式を
用いると，この方程式のひとつの解が
3 3+ +－ － － － －
であり，~をx3＝1の実数以外の三乗根のひ
とつ 1 i－ + または 1 i－－ とすると，
東京電機大学 講師　大
おお
和
わ
　澄
すみ
夫
お
教 養 講 座
複素数，複素数平面の登場と幾つかの話
理大 科学フォーラム　2018（6） 29
上記の第一項の三乗根は
u＝1＋ i₃
₂ ₃ に１，~，~
2
をそれぞれ掛けた
３個の数u，u~，u~2。
第二項の三乗根は
o＝1－ i₃
₂ ₃ に１，~，~
2
をそれぞれ掛け
た三個の数o，o~，o~2。
ここで，~＝ i+－ すると
u＋o＝2，u~＋o~2＝－3，u~2＋o~＝1が
得られる（後述の②をみたす）。
高校の数学では先程のuまたはoを求める
ことがたいへん困難である。しかし因数定理
を用いて，方程式の左辺を因数分解すると
（x－1）（x－2）（x＋3）＝0
よって，解はx＝1，x＝2，x＝－3と三個
の実数を求めている。三次以上の高次方程式
は原則的に因数分解できるものしか扱わな
い。高校では複素数は二次方程式を解くため
に導入されたと指導される。しかし，三次方
程式では実数しか解とならないこのような場
合でも解の公式で計算すると，途中に負の数
の平方根を考えざるを得ない場面がでてきて
しまう。結果的に実数解が求まるので，負の
数の平方根を認めざるを得なくなったという
のが実情である。
三次方程式の一般形はa，b，c，dを実
数，a!0としてax3＋bx2＋cx＋d＝0である
が，変数の置き換えなどの操作をし
x3＋px＋q＝0（p，qは実数）
の形に変形し，次の例題のように，次数の下
がった還元された二次方程式を解くという解
法が構成された。この還元された方程式から
公式を紹介すると次のようになる。
q
q p
q
q p
+ +－ － － － －
先に述べたように，この公式に数値を当て
はめて解を求めるには問題点がある。実際は
次の例題のような手順を用いて解を求める。
例題１　次の三次方程式をタルタリア・カル
ダーノの方法で解を求める。
x3＋18x＋19＝0　…　①
解答　x＝u＋oとおく。
x3＝（u＋o）3＝u3＋o3＋3uo（u＋o）
＝u3＋o3＋3uox　　　　　  　
∴　u3＋o3＋3（uo＋6）x＋19＝0
　　（xについての恒等式とみなす）
∴　u3＋o3＝－19
　/　uo＝－6（u3o3＝－216）…　②
二次方程式の解と係数の関係からu3，o3
は，未知数 tについての次の還元された二次
方程式の解である。
　　t2＋19t－216＝0
　　（t－8）（t＋27）＝0　∴　t＝8，t＝－27
u＝2，o＝－3とすることができ（②を満
たせば，u＝2~，o＝－3~2でもよい。結果的に
は同じ三つの解となる。このようにu3，o3が実
数で，さらにこれらの実数の三乗根が求めやす
いときでないと苦労が多い），三次方程式①の
解は②のu3o3＝－216を満たさなければなら
ないので，u＋oは次の三個の組合せが考え
られる。
｛2－3，2~－3~2，2~2－3~｝
ただし，~は実数でない１の三乗根であ
る。
~＝ i+－ とすると，~
2
＝~で共役の関
係となっている。したがって解は
2－3＝－1
2~－3~＝ i+
2~－3~＝ i－
答　－1， i
₂
₁ ₅ ₃!－
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複素数平面の誕生
我々が用いている実数も，数直線上の点と
関連付けることによって理解しやすいものと
なった。同じように複素数は平面上の点と対
応し，実数部分がx座標を，虚数部分がy座
標を表す。加法と減法は平面上の点の平行移
動，積と除法は原点を中心とする回転で表現
される。これが複素数平面である。このよう
に定められるまでの経緯を辿ってみたい。
数学の多くの分野は “超” と言われている
天才の開拓する部分がたくさんある。複素数
平面または複素平面をガウス平面とも，そし
て複素数の絶対値と偏角を用いての表現法，
極形式をオイラー形式ともいう。ガウス
（1777～1855）もオイラー（1707～1783）も超
天才であることを誰も否定しない。これらの
人たちが複素数を数学に取り入れ大きな成果
を出したことも知られている。しかし，実際
には複素数平面の構成には数学の歴史から忘
れ去られたような人たちが関与している。し
かも，彼らは専門の数学者ではない。数学の
歴史の霞のベールに覆われた人の幽かな光を
感じることは数学を幾分身近なものと感じる
助けになるのでは。
○ヴェッセル（CasperWessel：1745～
1818ノルウェー）の着想
リュウマチのため測量技師としての実務を
引退した後に研究を行ったといわれている。
ヴェッセルが考えた複素数の “偏角” の概念
に至ったであろう経緯を辿ってみる。
複素数を a＝4＋3iとする。この複素数を
何回か掛けると
a5＝（4＋3i）5＝－3116－237i
実数部分に比べて虚数部分の係数の絶対値が
小さく， a5はほとんど負の実数とみなせ
る。実際 ₃₁₁₆
₂₃₇
]0.076である。ここで複素数
aが実数直線の正の部分とある角度θをもつ
と仮定。５回掛けると約180°になることから
5×θ]180°　∴　θ]36°
と考えることができる。 a＝4＋3iを平面上
の点と同一視を行い（４，３）とし，原点と結
んでその方向（余弦）を求めると，x軸方向
は ₅
₄ ，y軸方向は ₅
₃ で
cos 36°]0.8090，sin 36°]0.5878
である。すでにヴェッセルは，原点を始点と
する位置ベクトルとして複素数の加法，減
法，実数倍を平面上の線分図として表現して
いた。ここで，複素数の乗法も平面上の点の
回転として表現可能であることの確証を得
た。そして，原点と複素数を結んだ線分とx 
軸の正の部分となす角を偏角と名づけた。こ
のアイデアを1799年に論文として発表した
が，1895年の再発見まで忘れ去られていた。
○アルガン（JeanRobertArgand：1768～
1822スイス）の発想
アルガンは，パリで簿記の仕事をしてい
た。1777年に初めてオイラーが論文で虚数単
位 iを用いたことが分かっているので，アル
ガンは iを知っていたと思われる。1806年に
自分の名前を記せず冊子で，通常の実数を横ガウス没百年記念切手
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軸のx軸に，その鉛直方向のy軸の単位の長
さの位置に虚数単位を目盛り，複素数平面を
構成し，原点と平面上の点の距離として複素
数の絶対値の概念を発表した。現在直接アル
ガンの冊子を参照できないが，相乗平均（平
方根）の作図から複素数を平面上の点として
構成できるという確信を得たと言われてい
る。
ふたつの０でない正の実数a，bの相乗平
均 abは平均を求めるふたつの数を載せた数
直線と直交した直線上に作図できる。点Pは
線分ABの点Hでの垂線と線分ABの中点M
を中心とし，線分ABを直径とする半円の交
点である。このとき，ふたつの直角三角形△
AHPと△PHBの相似比を考えれば直ちに説
明ができる。
虚数単位 i＝ 1－ は，根号の中身を
（－1）×1と見なせば，形式的に１と－１の相
乗平均と考えることができそうだ，という発
想が生まれたのだろう。 
P
A B
M
Ha b
ab
したがって，虚数単位を－１と１が載って
いる実数軸に垂直な直線上に目盛れるので
は，と考えたのだと思う。
アルガンの埋もれていた冊子を発見した人
は砲術の研究者で鉛直方向の運動に興味をも
っており，複素数の幾何学的解釈を何人かの
数学者に紹介した。しかし世に出たのは数学
者ルジャンドルの書簡にこの冊子が参照の形
で掲載されていたのが発見され，1813年に発
表されてからだという。
これらの人々の研究から，複素数は平面上
の点として表すことができ，複素数の積は原
点を中心とする平面上の回転で表すことで理
解が容易になることが受け入れられるように
なっていった。
複素数と関係する文字や記号と話題
複素数平面上の複素数は，アルファベット
のzやギリシア文字を用い，複素数を表す点
と原点が始点，その点が終点の位置ベクトル
を同一視する。
z＝a＋bi＝OP＝（a，b）（a，b!R）
複素数zの絶対値をr＝ z ＝abs（z）と表
す。r!0のとき，zの方向余弦を用い，偏角
θを次で定める。
cosθ＝ r
a ，sinθ＝ r
b とする。
記号では，θ＝arg（z）＝arg zと表す。こ
れから複素数の極形式（オイラー形式）が得
られる。
z＝r（cosθ＋i sinθ）
そして，複素数の積z1z2について，三角関
数の加法定理を考えれば
arg（z1z2）＝arg（z1）＋arg（z2）
のように，記号argについて対数の和と同等
な性質（積と和の転換：加法定理）をみたす
ことも証明できる。例えば，虚数単位 iの偏
角は ₂
r
，１の三乗根のひとつ~の偏角は ₃
₂r
である。
i.e.　arg（i~）＝arg i＋arg ~
ドゥモアブル（Abraham de Moivre：
1667～1754 フランス）の定理
nを任意の整数とするとき，数学的帰納法
を用いて，次のde Moivreの定理の成立を証
明できる。
zn＝rn（cos nθ＋i sin nθ）
ここでは証明を省くが，指数nを有理数へ
も拡張できる。
オイラーの公式
詳しくは微分法の理論を用いなければなら
ないが，x＝0で何度でも（何階でも）微分係
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数が求められる関数 f（x）は無限級数で表さ
れることが証明されている。
例えば，自然対数の底eとするときの指数
関数ex，三角関数のcos x，sin xも次のよう
に展開される。
　ex＝1＋x＋
!
x
₂
₂
＋…＋ !n
x n＋…
　cos x＝1－
!
x
₂
₂
＋…＋（－1）
n
!n
x n
^ h ＋…
　sin x＝x－ !
x
₃
₃
＋…＋（－1）
n
!n
x n
^ h+
+
1 ＋…
級数の収束などの厳密な議論はせず，xが
虚数の場合を考えてみる。iを虚数単位 i＝
1－ とし，e
xの指数をx＝ iθ，三角関数のx
をθとおいてみる。すると，オイラーの公式
とよばれている関係式が得られる。
eiθ＝cosθ＋i sinθ
偏角θは一般角で考え，θ＝ a＋2nπで，
この aは基本角（0E a＜2π）である。虚数
単位 iが三角関数と指数関数を結びつけた。
オイラーの公式から得られること
基本定数e，π，i，－1の関係
eπi＝－1
de Moivre の公式。nを整数とすると
einθ＝cos nθ＋i sin nθ
nが実数でも成立。通常の指数関数の性
質，指数法則を保存している。
⑴ 円周率を表す公式
複素数をz＝a＋bi（a!0）と表すとき，偏
角θは逆正接関数によって
θ＝arg z＝tan－1 a
b
として得られる。
　ただし，－ ₂
r＜θ＜ ₂
rとする。
　複素数1＋iの偏角は45°すなわち弧度法だ
と ₄
rである。これに，微分積分学の知識を用
いると円周率の近似式を求めるための多くの
有名公式が得られる。
微分法積分法によると，逆正接関数の級数
展開が次のように構成される。まず，次の分
数関数を展開
x＋
＝1－x
2
＋x
4
－x
6
＋…
この級数の収束半径は x ＜1である。関数
x＋
の原始関数のひとつが tan－1xであり，
右辺の項別積分は収束し，左辺の積分に一致
する。
　∴　tan
－1
x＝x x x x－ －＋ ＋…
この級数はx＝1のとき，an＝ 2n ₁
₁
－ とす
ると， lim
n"3
an＝0なので，交代級数の収束条
件をみたし，x＝1でも収束する。
ところで，tan ₄
r＝1すなわち tan
－1 
1＝ ₄
rで
あることから
　　　
1tan
x
dxr ＝ ＝－ #
＋
　　＝ x x x x g－ －: D＋ ＋
すると次のライプニッツの公式が得られる。
1 gr ＝ － －＋ ＋
これを用いてπの近似値を求めてみると，
n＝100すなわち，分母が199になるまで加え
ても
3.13159290…
と収束が遅い。
しかし，次の例のように積や累乗の工夫を
して収束の速い級数を見つけることができ
る。
その仕組みはこうである。ただし，この場
合は２個の複素数の積について解説する。
a，b，c，d，kを零でない整数とする。これ
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らの数を用いて偏角が45°弧度でいうと ₄
rの
複素1＋ iが
（a＋bi）（c＋di）＝k（1＋i）　　（k!R）
と表されたとする。両辺の偏角の関係は
arg｛（a＋bi）（c＋di）｝
　　　　　　　　＝arg（a＋bi）＋arg（c＋di）
　　　　　　　　
＝tan
－1
a
b ＋ tan
－1
c
d
　　　　　　　　
＝ ₄
r
例
　　　　　　（2＋ i）（3＋ i）＝5＋5i
　∴　arg（2＋ i）＋arg（3＋ i）＝arg（5＋5i）
　　　　　　　　　　　 　＝ ₄
r
これで，次のオイラーの公式が得られた。
tan
－1 
₂
₁ ＋ tan
－1 
₃
₁ ＝ ₄
r
逆正接関数の値は， ₂
₁ のような0＜xE1で
ある任意の実数の級数として表現することが
できる。
1tan g＝ － －－ b bl l＋
以下の公式も同様に得ることができる。
（5＋i）4（－239＋i）＝－114244（1＋i）の偏角
から，マチンの公式が
4 tan tan r－ ＝－ －
次のラザフォードの公式はどのようにして
得られるのだろう。
4 tan tan tan+ r－ ＝－ － －
⑵ 不思議：三角形の内角の和
複素数平面上の異なる三点a，b，cが頂点
をaとする∠bacをなすとき，この角の大き
さは複素数の商
b a
c a
－
－
の偏角の大きさであ
る。
A（a）
B（b） C（c）
記号argの対数性から
　arg
b a
c a
－
－
＋arg
c b
a b
－
－
＋arg a c
b c
－
－
＝arg
b a
c a
－
－
・
c b
a b
－
－
・a c
b c
－
－ ＝arg（－1）＝π
⑶ 複素数の怪異
オイラーの公式で複素数を表現する。ただ
し，θ＝a＋2nπ，0Ea＜2πとする。
　　　eiθ＝cosθ＋i sinθ
すると　1＝e
2nπi
，i＝e
nr r` ji
（n! Z）
　　　 1i＝（e2nπi）i＝e2nπi× i＝e－2nπ!R
　　　 
i
i
＝ e en
i+r r r nr＝ －` `j j# -
i
!R
Rは実数，n＝0の場合を主値という。
本来，上のように複素数は捉えられるべき
で，次の等式がなぜ不備なのか，分かってく
る。
1 1 1 1 1 i i# # #＝ ＝ － － ＝ － － ＝^ ^h h
＝－1
最後に
現在用いられているような複素数の表記や
複素数平面が突然用いられたのではない。こ
れらの構成には長い時間と多くの人たちの努
力の跡がある。その経緯を多少でも知ること
は，今ある疑問を和らげる手助けになるので
はないか。数学は独自に勝手に進化したもの
ではない。人間のさまざまな活動のなかか
ら，やむにやまれぬ必要性から生まれたもの
は多い。厳密化は本質の理解の助けなるとは
限らない。オイラーをはじめ，先人の発想の
豊かさ大らかさへの感動の方が大きい。
